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1. Введение

Длина среднего кратчайшего пути является одной из самых важных ха-
рактеристик графов реального мира (или сетей). Первые попытки вычисле-
ния этой характеристики были предприняты в 1969 г. американскими соци-
альными психологами Стэнли Милгрэмом и Джеффри Трэверсом для графа
знакомых [1]. Они обнаружили, что каждый человек опосредованно знаком
с любым другим человеком через цепочку из шести знакомств. Эта теория
в последствии была названа теорией шести рукопожатий. Далее эта теория
была доказана Дунканом Уоттсом и Стивеном Строгацем в статье [2]. Ока-
залось, что многие графы, получающиеся в реальных прикладных задачах,
имеют похожее свойство: имеют небольшую длину среднего кратчайшего рас-
стояния.

Другой характеристикой графов в прикладных задачах является нали-
чие большого среднего кластерного коэффициента или кластерного коэффи-
циента Уоттса и Строгаца [2]. Графы с такими характеристиками (неболь-
шой длиной среднего кратчайшего расстояния и большим средним кластер-
ным коэффициентом) называются сетями малого мира. Кроме длины сред-
него кратчайшего расстояния и среднего кластерного коэффициента, в тео-
рии социальных сетей также выделяют ряд других важных характеристик,
которые называются центральностями (например, центральность напряже-
ния, близости, посредничества, радиальная центральность и пр.). Для того
чтобы понять, какими внутренними характеристиками обладает граф, полу-
ченный в приложениях, анализируются распределения этих центральностей
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(см., например, [3–7]), однако наличие зависимостей между центральностями
является мало изученным вопросом. В данной статье доказываются теоре-
мы о зависимости между длиной среднего кратчайшего пути и радиальной
центральностью, центральностью по близости, центральностью напряжения,
а также было получено соотношение между длиной среднего кратчайшего
пути и средним кластерным коэффициентом для геодезических графов.

2. Основные определения

Все последующие определения даются для простого связного неориенти-
рованного графа G. Введем необходимые обозначения. Обозначим:
• V (G) – множество вершин графа, E(G) – множество ребер графа, A =

= {aij} – матрица смежности графа G,
• N(v) – индуцированный подграф в графе G на вершинах, смежных с вер-
шиной v,

• N ′(v) – индуцированный подграф в графе G на вершинах V
(
N(v)

)⋃{v},
• f̄(x1, . . . , xk) для любой функции f : V × V × . . . × V → R – ограничение
этой функции на подграф N ′(v) (например L̄(x, y) – среднее кратчайшее
расстояние между вершинами x и y в подграфе N ′(v)),

• di = deg(vi),
• dist(s, t) – длина кратчайшего расстояния между s и t,
• n = |V (G)|, m = |E(G)|,
• X(i) = X(vi) для любого X – функции или множества, соответствующего
вершине vi.
Дадим определения центральностей.
1. Диаметр графа diam(G) = maxs,t∈V (G) dist(s, t).
2. Длина среднего кратчайшего пути в графе

L(G) = 1
n(n−1)

∑
s,t∈V (G), s 	=t

dist(s, t).

3. Локальный кластерный коэффициент
ci = c(i) = число ребер в подграфе N(i)

максимально возможное число ребер в подграфе N(i) =
2|E(N(i))|
di(di−1) .

4. Средний кластерный коэффициент графа

CWS(G) = 1
n

∑
i∈V (G)

ci =
1
n

∑
i∈V (G)

2|E(N(i))|
di(di−1) = 1

n

∑
i∈V (G)

∑

j,k∈V (G)

aijajkaki

di(di−1) .

5. Центральность по близости Clo(v) = n−1
∑

t∈V (G)

dist(v,t)
.

6. Радиальная центральность Rad(v) =

∑

t∈V (G),t �=v

(diam(G)+1−dist(v,t))

n−1 .

7. Центральность напряжения Str(i) =
∑

s,t∈V (G), s 	=t	=i

σst(i), где σst(i) – чис-

ло кратчайших путей из s в t через вершину i.
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Заметим, что все центральности неотрицательные, а также некоторые из
них меньше либо равны 1, а именно: ci, CWS,Clo(v).

Далее потребуется
Опр е д е л е н и е 1. Граф называется геодезическим, если между любыми

двумя вершинами существует единственный кратчайший путь.
Это определение эквивалентно условию, когда в графе могут быть только
циклы нечетной длины.

3. Основные результаты

В общем случае индуцированный подграф G′⊂G не обязан быть связным.
В таком случае можно определить длину среднего кратчайшего расстояния
между вершинами подграфа G′ по отношению к расстоянию dist в объем-
лющем графе G. Назовем L

(
N(i)

)
локальной длиной среднего кратчайшего

расстояния для вершины i.
Начнем с доказательства некоторых несложных соотношений: докажем

лемму о связи между локальной длиной среднего кратчайшего расстояния и
локальным кластерным коэффициентом этой вершины.

Лемма 1.
L
(
N(i)

)
= 2− ci.

Дока з а т е л ь с т в о.

L(N(i)) =
1

di(di − 1)

∑
s,t∈N(i),s 	=t

dist(s, t) =

=
1

di(di − 1)

∑
(s,t)∈E(N(i))

dist(s, t) +
∑

s,t∈N(i),(s,t)/∈E(N(i))

dist(s, t) =

=
1

di(di − 1)

⎛
⎝2|E(N(i))| +

∑
(s,i),(i,t)∈E(G),(s,t)/∈E(G)

dist(s, t)

⎞
⎠ =

=
1

di(di − 1)

(
2|E(N(i))| + 2(di(di − 1)− 2|E(N(i))|)

)
= 2− ci.

Отметим, что кратчайшее расстояние для вершин из N(i) считается по всему
графу G.

Усреднением по всем вершинами получаем тривиальное следствие о связи
между средним кластерным коэффициентом и средней локальной длиной
среднего кратчайшего расстояния.

Сл ед с т в и е 1.

CWS(G) = 2− 1

n

∑
i∈V (G)

L
(
N(i)

)
.
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Докажем лемму о связи длины среднего кратчайшего расстояния в под-
графе N ′(i) с длиной среднего кратчайшего расстояния в N(i).

Лемма 2.

L
(
N ′(i)

)
=

(di − 1)L
(
N(i)

)
+ 2

di + 1
.

Дока з а т е л ь с т в о. Распишем определение

L
(
N ′(i)

)
=

1

(di + 1)di

∑
s,t∈V (N ′(i)), s 	=t

dist(s, t) =
di − 1

di + 1
L
(
N(i)

)
+

2

di + 1
.

Докажем теорему о связи длины среднего кратчайшего расстояния в инду-
цированном подграфе с длиной среднего кратчайшего расстояния в объемлю-
щем графе, если индуцированный подграф получен из объемлющего графа
удалением одной вершины.

Те ор ем а 1. Пусть граф G получен из простого связного графа G′ уда-
лением одной вершины и |V (G)| = n. Тогда

L(G′) � n

n+ 1
L(G),

где длина среднего кратчайшего расстояния L(G) определена в объемлющем
графе G′, если G не связный.

Дока з а т е л ь с т в о. Обозначим удаленную вершину через v. По неравен-
ству треугольника имеем ∀s, t ∈ V (G) : dist(s, v) + dist(v, t) � dist(s, t), где ра-
венство достигается, когда не существует пути из s в t в графе G. Следова-
тельно, ∑

s,t∈V (G),s 	=t

(
dist(s, v) + dist(v, t)

)
�

∑
s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t),

2(n − 1)

n(n− 1)

∑
t∈V (G)

dist(v, t) � 1

n(n− 1)

∑
s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t),

2

n

∑
t∈V (G)

dist(v, t) � L(G).

Тогда,

L(G′) =
1

(n+ 1)n

∑
s,t∈V (G′),s 	=t

dist(s, t) =

=
1

(n+ 1)n

⎛
⎝2

∑
t∈V (G)

dist(v, t) +
∑

s,t∈V (G),s 	=t

dist(s, t)

⎞
⎠ =

=
1

n+ 1

2

n

∑
t∈V (G)

dist(v, t) +
n− 1

n+ 1
L(G) � n

n+ 1
L(G).
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Заметим, что если G состоит из n изолированных вершин, то неравенство
становится равенством.

Получаем следствия.

Сл ед с т в и е 2. Пусть граф G получен из графа G′ ⊂H удалением одной
вершины и |V (G)| = n, граф H связный и простой. Тогда

L(G′) � n

n+ 1
L(G),

где длины средних кратчайших расстояний L(G) и L(G′) определены
в объемлющем графе H, если соответствующие графы не связные.

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство аналогичное, как в предыдущей
теореме, и равенство также достигается в случае, когда G состоит из изо-
лированных вершин.

Сл ед с т в и е 3.

L
(
N ′(i)

)
� di

di + 1
L
(
N(i)

)
.

Теперь докажем теорему о связи длины среднего кратчайшего расстояния
в индуцированном подграфе с длиной среднего кратчайшего расстояния в
объемлющем графе.

Те ор ем а 2. Рассмотрим индуцированный подграф G′ ⊂G. Пусть
|V (G)| = n, |V (G′)| = n+ k. Тогда

L(G′) � n

n+ k
L(G),

где длина среднего кратчайшего расстояния L(G) определена в объемлющем
графе G′, если G не связный.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим процесс получения графа G′ из гра-
фа G последовательным добавлением k вершин и соответствующих ребер.
Сначала будем последовательно добавлять вершины, смежные с вершинами
графа G. Добавляя по одной вершине, получим последовательность графов
G1, G2, . . . , Gp, где |V (Gi)| = n + i. Далее будем последовательно добавлять
вершины, смежные с вершинами графа Gp, и получим последовательность
Gp+1, Gp+2, . . . . В конечном итоге получим граф G′. По предыдущему след-
ствию имеем

L(G′) � n+ k − 1

n+ k
L(Gk−1) �

n+ k − 1

n+ k

n− k − 2

n− k − 1
L(Gk−2) =

=
n− k − 2

n+ k
L(Gk−2) � · · · � n

n+ k
L(G).
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Докажем лемму о связи средней центральности по близости и среднего
кратчайшего расстояния в графе.

Лемма 3.
L(G) � n∑

v∈V (G)

Clo(v)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Воспользуемся неравенством о среднем гармониче-
ском и арифметическом:

1

n

∑
v∈V (G)

Clo(v) =
1

n

∑
v∈V (G)

n− 1∑
t∈V (G)

dist(v, t)
� n(n− 1)∑

v,t∈V (G)

dist(v, t)
=

1

L(G)
.

Заметим, что равенство выполнено, когда все средние кратчайшие расстоя-
ния от каждой вершины до всех других равны.

Докажем лемму о связи длины среднего кратчайшего расстояния в графе
со средней радиальной центральностью.

Лемма 4.
L(G) = diam(G) + 1− 1

n

∑
v∈V (G)

Rad(v).

Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство следует напрямую из определения:

1

n

∑
v∈V (G)

Rad(v) =
1

n

∑
v∈V (G)

(n− 1)(diam(G) + 1)− ∑
t∈V (G), t	=v

dist(v, t)

n− 1
=

= diam(G) + 1− L(G).

Докажем теорему о связи между длиной среднего кратчайшего расстояния
в графе и средней центральностью напряжения для геодезических графов.

Те ор ем а 3. Если G – геодезический граф, то

L(G) = 1 +
1

n(n− 1)

∑
i∈V (G)

Str(i).

Дока з а т е л ь с т в о. Определим функцию

χst(i) =

{
1, если i �= s �= t – вершина кратчайшего пути между s и t,
0, в остальном.

Следовательно, для центральности напряжения Str(i) =
∑

s,t∈V (G)

χst(i).

Если в графе G между любыми двумя вершинами существует единствен-
ный кратчайший путь, то dist(s, t) =

∑
i∈V (G)

χst(i) + 1 (в противном случае
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dist(s, t) �
∑

i∈V (G)

χst(i) + 1). Следовательно, для любого i

∑
s,t∈V (G)

dist(s, t) = 2|E|+
∑

s,t∈V (G), dist(s,t)�2

dist(s, t) =

= 2|E| +
∑

s,t∈V (G), dist(s,t)�2

⎛
⎝ ∑

i∈V (G)

χst(i) + 1

⎞
⎠ =

= 2|E| +
∑

i∈V (G)

Str(i) + n(n− 1)− 2|E| =
∑

i∈V (G)

Str(i) + n(n− 1).

Получаем

Сл ед с т в и е 4. Для любого просто связного графа G

L(G) � 1 +
1

n(n− 1)

∑
i∈V (G)

Str(i).

Для получения соотношения между длиной среднего кратчайшего рас-
стояния и средним кластерным коэффициентом сначала докажем теорему о
связи среднего кластерного коэффициента с центральностью напряжения.

Те ор ем а 4. Для простого связного графа G без висячих вершин

CWS(G) � 1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
.

Дока з а т е л ь с т в о. Заметим, что ∀j, k ∈ N(i) : (j, k) /∈ E(N(i)) кратчай-
шее расстояние между j и k – это j → i → k. Тогда

Str(i) � 2

(
di(di − 1)

2
− |E(N(i))|

)
,

1

di(di − 1)
Str(i) � 1− ci.

Усреднением по i получаем:

CWS(G) � 1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
.

Заметим, что равенство достигается, если diam(G) = 2.

Сл ед с т в и е 5. Для любого простого связного графа G

CWS(G) � 1

n

∑
i∈V (G)

(
1− Str(i)

di(di − 1)

)
− число висячих вершин

n
.
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Дока з а т е л ь с т в о. Для каждой висячей вершины положим Str(i)
di(di−1) = 0,

тогда в правой части неравенства 1
di(di−1)Str(i) � 1 − ci будет 1, а в левой 0.

Если добавим в левую часть 1 для каждой висячей вершины, то получим
верное равенство.

Теперь докажем теорему о связи между длиной среднего кратчайшего рас-
стояния и средним кластерным коэффициентом.

Те ор ем а 5. Если G – геодезический граф и ∀i, j ∈ V (G) выполнено, если
di � dj , то Str(i) � Str(j), тогда

1− CWS(G) � 1

n

∑
i∈V (G)

(
L(G)− 1

)
(n− 1)

di(di − 1)
+
число висячих вершин

n
.

Дока з а т е л ь с т в о. Перенумеруем вершины так, что ∀i � j : di � dj . То-
гда для i � j выполнено Str(i) � Str(j) и di(di − 1) � dj(dj − 1). По теореме 3
и следствию 5, если в графе нет висячих вершин, получаем

1− CWS(G) � 1

n

∑
i∈V (G)

Str(i)
di(di − 1)

неравенство Чебышева
�

неравенство Чебышева
�

⎛
⎝ 1

n

∑
i∈V (G)

Str(i)

⎞
⎠

⎛
⎝ 1

n

∑
i∈V (G)

1

di(di − 1)

⎞
⎠ =

=
1

n

∑
i∈V (G)

(
L(G) − 1

)
(n− 1)

di(di − 1)
.

В случае висячих вершин справа добавится слагаемое число висячих вершин
n . От-

метим,что если существуют две вершины i, j ∈ V (G) такие, что di < dj и
Str(i) < Str(j), то неравенство в этой теореме будет строгое.

Прим ер 1. Рассмотрим граф звезды с |V (G)| = n+ 1 вершиной. Это гео-
дезический граф. Центральная вершина имеет степень n, локальный кла-
стерный коэффициент ci = 0 и центральность стресса Str(i) = n(n− 1). Все
остальные вершины висячие (di = 1, ci = 0, Str(i) = 0), поэтому для этого
графа выполнено условие теоремы 5.

L(G) =
n(2n − 1) + n

(n+ 1)n
=

2n

n+ 1
, CWS = 0.

1−CWS(G) = 1 =
n−1
n+1 n

n(n− 1)
+

n

n+ 1
=

=
1

n+ 1

∑
i∈V (G)

(
L(G)− 1

)
n

di(di − 1)
+

число висячих вершин
n+ 1

.

Следовательно, для этого графа выполнено равенство.
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